Faure Sequence's Periodicity and its Fast Building by 林鹭
第 26 卷 第 2期
2003 年6 月
华 东 地 质 学 院 学 报
JOURNAL OF EAST CHINA GEOLOGICAL INSTITUTE
Vol 26 No 2
Jun. 2003
收稿日期: 2003-03-13
基金项目: 国家自然科学基金资助项目( 10271099) ,厦门大学自选课题资助项目。
作者简介: 林 鹭( 1964 ) , 女,福建闽侯人, 副教授,主要从事数值代数方面的教学与研究。E- mail: wxchen@ jingxian. xmu. edu. cn




摘 要:通过分析Faure序列的结构,得到Faure序列的周期性以及模 2下 Faure 序列的快速算法。该算法无需直接写出相
关矩阵,仅包含矩阵及向量的逻辑运算和加法运算,不包含乘法运算。
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在拟 Monte Carto 方法中, 经常用到各种各样
的 ( t , m , s) 网 和 ( t , s ) 序 列 (Faure, 1982;






以下设 b ( 2) 是一个素数, Zb = { 0, 1, 2, , b
- 1} , s 是自然数。
定义。 对非负整数 k,若 k = i 0kib
i
, ki
Zb ,则 k 除以b 的余数为k 0, 称该运算为 k 关于模 b
的求余运算, 余数 k0记做mod( k , b )。对 m n阶非
负整数矩阵A = ( ai , j ) , mod( A , b) 为相应的 m n
矩阵 M ,其元素 mi , j = mod( ai , j , b) ,称此运算为 A
关于模 b 的求余运算。若 n = 1, 类似的定义
mod( x , b ) 为向量 x 关于模 b 的求余运算。
对 n = 0, 1, 2, , 每个固定的 n 关于基底 b 有
唯一的位记数表示式: nm- 1nm- 2 n1 n0.其中 m 与n
有关,且 nm- 1 0及 n i Zb = { 0, 1, 2, , b - 1} ,






, n i Zb .
记 n = ( n0, n1, , nm- 1) .
设 C1, C2, , Cs 是m 阶方阵,其中 C 1是 m 阶
单位矩阵。
C2 =
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
























j !( i - j ) !
. 记 ( t) = mod( Ct , n, b)










则[ 0, 1) s 中的 s 维Faure序列{f
p















m [ 0, 1) ( 3)
因此得到[ 0, 1) s 维Faure序列




n , , f
( s)




定理 1。 设A 为m n矩阵, x 为n维向量, A
和 x 的元素均为非负整数。则 mod( Ax , b) =
mod( mod( A , b) x , b)。
证明。 首先,对任意两个非负整数 p , q ,其中


















q, b ) = mod( p (0) q, b ) =
mod( mod( p , b ) q , b) .




aijxj , b ) = mod(
n
j= 1
mod( aij , b) xj , b ) 即可。事








aijxj , b ) = mod(
n











ij xj , b) = mod(
n
j= 1
mod( aij , b) xj , b)
从而结论得证。
利用此结论, 可以保证在 Faure序列构造中数
据不溢出。b = 2时,即为黄旭东* 的结论。
* 黄旭东, 胡丽莹.无乘法运算的 Faure序列构造 [ J] . 厦门大学学报(自然
版) , 2003(待发)
定理2。 ( 1)中 C3的 b次幂C
b
3 = ( c
( b )
ij ) ,成立
关系: c ( b)ij = 0。当 i > j , c
( b )




j- i j - 1
i - 1
, 当 i < j。
证明。 记 C3 = ( c ij ) m m ,则 cij = 0。当 i > j ,
c ij = 1;当 i = j , cij =
j - 1
i - 1
,当 i < j。




k = 1 cikc kj )。易知 c
(2)
ij = 0, 当
i > j , c
( 2)















( k - 1) !
( i - 1) !( k - i) !
( j - 1) !




( j - i ) !
( k - i) !( j - k) !
( j - 1) !
( j - 1) !( j - i ) !
=
















(j - i )!/ ( k - i) !(j - k )!.
归纳假设 c
( b- 1)








( b - 1)
j- i
;当 i < j ,则 c
( b )
ij = 0; 当 i











ik c kj =
j
k= i
( b - 1) k- i
( k - 1) !
( i - 1) !( k - i) !
(j - 1) !




( b - 1)
k- i ( j - i ) !
( k - i) !( j - k )!
( j - 1)!
( i - 1) !(j - i )! =
( b - 1+ 1)
j- i j - 1
i - 1
= b




推论 1。 mod( Cb3, b) = I。
推论2。 由( 1) ~ ( 3) 定义的 Faure序列具有






( kb+ i )
n = f
( i )
n , 1 i - 2 b - 1。
2 b = 2时 Faure序列的快速构造
当 b = 2时, 由推论2易知构造Faure序列的关










以若对 j = 1, 2, , m,记 cj = ( c1 j c2 j cjj ) 及mj =
mod( cj , 2) ,知上三角矩阵 C3的上三角部分,可通过
下列递推公式得到,






, j = 1, 2, , m - 1
从而得到快速构造 f (3)n 的算法的向量形式:






, j = 1,
2, , m - 1,其中 xor ( x , y ) 为向量的异或运算, 结
果依然是向量,当 x及y 对应分量相同时, 该向量的
分量取值为 0;当 x 及y 对应分量不同时, 分量取值
为 1。
( 2) 计算 f ( 3)n = mod( Mn , 2)
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Faure Sequence s Periodicity and its Fast Building
LIN Lu
( Department of Mathematics, Xiamen University, Xiamen, FJ 361005)
Abstract: After analyzing the structure of Faure sequence, the periodicity of Faure sequence and a fast algorithm of the
sequence in modulo 2 are obtained. This algorithm only consists of the logic operation and the addition operation without
the mult iplication.
Key Words: Faure sequence; modulo; periodicity.
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